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[GNtGervnG�XOXvLptLJZoOtZLprJrdoLnvtrVtOIrKG��E=� �G�vGnML�pLvrKrI�OXtLKXvILJr
KOGJTrXvOtrIGTOffIofLvXf�VLtXVLnvOITbpTGVtGIoLTOLp�tGNIOvOfXrItLpLTTrP�TGZnO�O
vL\TOnO[1].
;LXprvtfTG�_OtrnrLOXVrocNrIGTOL�I�VrXoLKTLL�ItLpfE=X�pOntrVtr]LXXrtTbpO

XOXvLpGpO�ZVtGIoLTOf tGXVtrXvtGTgTTbpO�fIofevXf E= XGTGorJrIbpO�O ]Oxtr-
GTGorJrIbpO�XOXvLpGpO�ZVtGIoLTOf�P�tLNZocvGvLLXvLXvILTTb\�Vtr]LXXrIXvGtLTOf�O
IoOfTOf�tGNoÔTb\ IrNpZ̀Gè O\�IrNKLPXvIOP, OpLè O\ pLXvr VtO dnXVoZGvG]OO 
\GtGnvLtOXvOnOE=Xr�ItLpLTLpZ\ZK_GevXf�?oLKZLv�NGpLvOvc ̂vr�XZ̀LXvILTTrL�IoOfTOL
TG�nĜLXvIr\GtGnvLtOXvOnE=rXZ̀LXvIofev�OpLTTrGTGorJrIbLeornO�ZVtGIoLTOf nrvrtbL�
fIofevXf�TGOeroLL̂ZIXvIOvLocTbpOn�Vtr]LXXGp�XvGtLTOfO�tGNTrJr�trKGIrNpZ̀LTOfp�
7pLTTr�VrdvrpZ�IrNTOnGLvTLre\rKOprXvc�prTOvrtOTJGvL\TÔLXnrJr�XrXvrfTOfE=I

]Lorp�O �I�̂GXvTrXvO GIvrpGvÔLXnO\GTGorJrIb\ZVtGIofè O\ZXvtrPXvI��1AA��O\XOXvLp
ZVtGIoLTOf nrvrtbP�tLGoONZev�VZvLp VtrILKLTOf TLVtLtbITrJr nrTvtrof�O
KOGJTrXvOtrIGTOf�

�>3<98�@?B<76>9E�9BB<76?53>9:�9�@D4<9;3F9:

;LnrvrtbL�GXVLnvbtL_LTOf�KGTTrJr�IrVtrXGtGXXprvtLTb�ItGervG\[2 -5]. P�tGervL�:2] 
tGXXprvtLTb�VfvcrXTrITb\�VrK\rKrIn�KOGJTrXvOtrIGTOedoLnvtrrertZKrIGTOf�IVtr]LXXL�
LJr dnXVoZGvG]OO�OoO�I tGpnG\�VtrILKLTOf vLXvrIb\�OXVbvGTOP��XtGITLTOL�
KOGJTrXvÔLXnrJr�VGtGpLvtG�X�ZXvGTrIoLTTbp�NTĜLTOLp.�OXVrocNrIGTOL�ONILXvTb\�
ILtrfvTrXvTb\�XrrvTr_LTOP�pLMKZ�TLOXVtGITrXvce�O�TGeoeKGLpbpO�ONpLTLTOfpO�
VGtGpLvtrI.�rVtLKLoLTOL�pOTOpGocTrJr�nroÔLXvIG�vr̂Ln �I�nrvrtb\�TGeoeKGevXf�
KOGJTrXvÔLXnOL�XOJTGob.�VtrILtnG�vLXvrIbpO�XOJTGoGpO.�XrNKGTOL�VroTb\�pGvLpGvÔLXnO\�
prKLoLP�KOGJTrXvOtZLpb\�reaLnvrI�P�tGervG\�:3, 4] tGNtGervGTb�pGvLpGvÔLXnOLprKLoO�
KOGJTrXvOtrIGTOfNGpnTZvb\OtGNrpnTZvb\XOXvLp�ZVtGIoLTOfdoLnvtrVtOIrKrp �I�rXTrIZ�
nrvrtb\�VrorMLT�VrK\rK�XtGITLTOf�KOGJTrXvÔLXnO\�VGtGpLvtrI�X�NrTrP�KrVZXvOpb\�
NTĜLTOP�Kof�NGKGTTrJr�tLMOpG�tGervb��AnGNGTTbL�prKLoO OpLevrJtGTÔLTTrXvc 
VrXnrocnZ�TL�ẐOvbIGevVGtGpLvtXerLII�nGMKrpONpLtOvLocTrpnGTGoL��7XVrocNrIGTOL�
KGTTrJr�VGtGpLvtG�VrNIroOor�eb�rXZ̀LXvIofvc�VtrJTrNOtrIGTOLXrXvrfTOfE=.P�tGervL�:5] 
VrnGNGT�KtZJrPVrK\rK�n�tL_LTOe�KGTTrPVtreoLpb�VZvLpXrNKGTOf�KOGJTrXvÔLXnO\
prKLoLP�I�IOKLGKGVvOITb\TLPtr-TL̂LvnO\�XLvLP.
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[GNtGervnG�pGvLpGvÔLXnrPprKLoO�KOGJTrXvOtrIGTOfGIvrpGvÔLXnO\1AAE=, nrvrtGf�
tLGoONZLvZXnrtLTTbP�VrOXnONpLtOvLocTrJr�nGTGoG I]LVO�nrvrtrJr�VtOXZvXvIZLv
dnXvtLpGocTbPZtrILTc�XOJTGoG GvGnML�ẐOvbIGLvVGtGpLvtXerLII�nGMKrpONpLtOvLocTrp
nGTGoL, v̂r�VrNIroOv�VrIbXOvc�nĜLXvIrKOGJTrXvOtrIGTOfE=I]Lorp�O �I�̂GXvTrXvO 
GIvrpGvÔLXnO\ 1AA LJr XOXvLpb ZVtGIoLTOf��;LẐOvbIGTOL�XerLI�I�TĜGoL�O\�
IrNTOnTrILTOf�IoL̂Lv�TLNTĜOvLocTrL�Z\ZK_LTOL�\GtGnvLtOXvOn�VtOIrKG �G�TG�eroLL�
VrNKTLp�dvGVL�prMLv�XvGvc�VtÔOTrP�VroTrJr�LJr�rvnGNG�

$B>?5>I7�=3C7A93<I�9BB<76?53>9:

8Gn�ONILXvTr doLpLTvTrP�eGNrPGIvrpGvÔLXnO\1AAE=�fIofevXftGKOrdoLnvtrTTbL
doLpLTvb�O�ZXvtrPXvIG �nrvrtbL�I�Vtr]LXXL�dnXVoZGvG]OOE=VrKILtJGevXf�IrNKLPXvIOe
tGNoÔTb\�ITL_TO\�noOpGvÔLXnO\ �pL\GTÔLXnO\��OITZvtLTTO\�xGnvrtrI��EvO�xGnvrtb
VtOIrKfv n�Ib\rKZ rKTrJr�OoO�TLXnrocnO\ VGtGpLvtrI �\GtGnvLtONZè O\ tGervZ
GIvrpGvÔLXnO\1AAE= �NG�VtLKLob�KrVZXvOpb\NTĜLTOP�:�; �nrvrtbL�rVtLKLofevXf�
rXTrITbpOVtLKLocTbpVrofpOKrVZXnG.
[GervG�ZXvtrPXvIGX�VGtGpLvtGpO nrvrtbL�TG\rKfvXf�NGVtLKLoGpO�JtGTÔTrJrVrof

KrVZXnG��4=5� fIofLvXf�TLKrVZXvOprP VrXnrocnZ�VrXoLKZè Gf�dnXVoZGvG]Of�reaLnvG�
prMLv�VrIoL̂c�XrNKGTOL�GIGtOPTb\�XOvZG]OP��6XoO�ML�VGtGpLvtb�TG\rKfvXf�NG�VtLKLoGpO�
rXTrITrJr�Vrof�KrVZXnG��<=5� �vr�LJr�VrXoLKZè LL�OXVrocNrIGTOL�Vr�TGNTĜLTOe�fIofLvXf�
TL]LoLXrretGNTbp �OX\rKf�ON�vtLerIGTOP�xZTn]OrTGocTrP�VtOJrKTrXvO �eLNrVGXTrP�
dnXVoZGvG]OO�O�tLprTvTr-IrXXvGTrIOvLocTb\�tGerv��
?orMTrXvcKOGJTrXvOtrIGTOfNGpnTZvb\XOXvLp�ZVtGIoLTOfreafXTfLvXfTGoÔOLp�

retGvTb\XIfNLP(<?���=rfIoLTOL�TLKrVZXvOprJrZtrITfVGtGpLvtG�TGIb\rKLnGnrJr-oOer�
rKTrJrdoLpLTvGIoL̂Lv�VrfIoLTOLTLKrVZXvOpb\ZtrITLP�VGtGpLvtrITGI\rKG\KtZJO\�
doLpLTvrI r\IĜLTTb\nrTvZtrp<?�Evr�VtrOX\rKOv�TLNGIOXOpr�rv�vrJr reZXorIoLTr�dvr
TLOXVtGITrXvceXGprJrdoLpLTvG�OoOTGLJrI\rKeboVrKGTTLKrVZXvOpbP�ZtrILTcXOJTGoG
XIb\rKGnGnrJr-vr�doLpLTvG �TL�I\rKf̀LJr�InrTvZt<?[7]. =rdvrpZVtOtGNtGervnL�prKLoO
KOGJTrXvOtrIGTOfTLre\rKOpr�VtLKZXprvtLvc�IrNprMTrXvc�IbfIoLTOfOpLTTrKLxLnvTrJr
1AAeLN�XrNKGTOfOXnZXXvILTTb\tGNtbIrI�InrTvZtG\tLJZoOtrIGTOf�
?oLKZLv�ẐOvbIGvc �̂vr�nGMKbP�ON�KOGJTrXvÔLXnO\�VGtGpLvtrI�OpLLv�XreXvILTTbL�

NGnrTrpLtTrXvO�ONpLTLTOf�Ir�ItLpLTO �G�VrvrpZ�VtO\rKOvXf�OTKOIOKZGocTr�Kof�nGMKrJr�ON�
TO\�xrtpOtrIGvc�JtGTO]b�reoGXvLP�KrVZXvOpb\�NTĜLTOP �̂vr�VtOIrKOv�n�ZXorMTLTOe�
Vtr]LXXG�KOGJTrXvOtrIGTOf�O �XrrvILvXvILTTr �ZILoÔLTOe�NGvtGv�ItLpLTO�TG�VtrILKLTOL�
rKTrJr�]OnoG�KOGJTrXvOtrIGTOf�P�XIfNO�X�dvOp�VtLKoGJGLvXf�OXVrocNrIGvc�VtLKorMLTTbP�I�
tGervL�:
;�VrK\rK�O�rXZ̀LXvIOvc�VLtL\rK�rv�TLVrXtLKXvILTTrJr�GTGoONG�KOGJTrXvÔLXnO\�
VGtGpLvtrI�n�GTGoONZ�XOJTGorI �nrvrtbL�eb�\GtGnvLtONrIGoO�vr̂TrXvc�rvtGervnO�I\rKTb\�
NGKGè O\�IoOfTOP�O�eboO�IbtGMLTb�I�rvTrXOvLocTb\�LKOTO]G\ � v̂r�VrNIroOv�
XxrtpOtrIGvc�ZTOxO]OtrIGTTbL �TLONpLTTbL�Ir�ItLpLTO�JtGTO]b�reoGXvLP�O\�KrVZXvOpb\�
NTĜLTOP�
?rrvILvXvIZè Gf�pGvLpGvÔLXnGf�prKLoc�VGtGpLvtrI�OpLLv�IOK
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(1)

JKLn-nroÔLXvIr�KOGJTrXvOtrIGTTb\�GIvrpGvÔLXnO\�1AA�XOXvLpb�ZVtGIoLTOf�E=.��0-
VGtGpLvt �nrvrtbP�\GtGnvLtONZLv�vr̂TrXvc�rvtGervnO�I\rKTrJr�NGKGè LJr�IoOfTOf�0-bp�
1AA�I�xOnXOtrIGTTbP�prpLTv�ItLpLTO�� �(i-NTĜLTOf�KOGJTrXvÔLXnrJr�VGtGpLvtG�TG�
Ib\rKL�0-Jr�1AA�I�xOnXOtrIGTTbP�prpLTv�ItLpLTO�t; 

i!" x -TrpOTGocTrL�NTĜLTOL�

KOGJTrXvÔLXnrJr�VGtGpLvtG�TG�Ib\rKL�0-Jr�1AA�I�xOnXOtrIGTTbP�prpLTv�ItLpLTO�t.
BrtpOtrIGTOL�TrpOTGocTb\�NTĜLTOP�KOGJTrXvÔLXnO\�VGtGpLvtrI�reLXVL̂OIGLv�

XrrvILvXvIZè Gf� prKLoc � nrvrtGf� X� TLre\rKOprP� vr̂TrXvce� IrXVtrONIrKOv�
xZTn]OrTOtrIGTOL�rvKLocTb\�1AA�E= �VrXnrocnZ�]LorXvTGf�prKLoc�TL�KGLv�IrNprMTrXvO�
ẐOvbIGvc�KLPXvIOvLocTbL�NTĜLTOf�VGtGpLvtrI �nrvrtbL�VrKGevXf�TG�nGMKbP�ON�
KOGJTrXvOtrIGTTb\�1AA�
P�Vtr]LXXL�tGervb�E= �VrK�KLPXvIOLp�tGNTrretGNTb\�IoOfTOP �prJZv�IrNTOnGvc�XerO �

nrvrtbL�TLre\rKOpr�rvXoLMOIGvc�O�GTGoONOtrIGvc��;GnrVoLTOL�OTxrtpG]OO�r�Xerf\ �
nrvrtbL�IrNTOnGev�I�nGMKrp�ONpLtOvLocTrp�nGTGoL �VrNIroOv�IbfIofvc�TGOeroLL�
ẐIXvIOvLocTbP�n�KLPXvIOe�IrNpZ̀LTOP�GIvrpGvÔLXnOP�1AA�O�rXZ̀LXvIofvc�
VtrJTrNOtrIGTOL�XrXvrfTOf�E=�I�]Lorp�O �I�̂GXvTrXvO �LJr�XOXvLpb�ZVtGIoLTOf��]GnOp�
retGNrp�reLXVL̂OIGLvXf�tLGoONG]Of�VtOT]OVG�reXoZMOIGTOf�E=�Vr�LJr�xGnvÔLXnrpZ�
vL\TÔLXnrpZ�XrXvrfTOe�
ÂOvbIGf� Ib_LONorMLTTrL � pGvLpGvÔLXnGf� prKLoc� Kof� KOGJTrXvOtrIGTOf�

GIvrpGvÔLXnO\�1AA�E=�eZKLv�IbJofKLvc�vGn
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%���,constx
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(2)

JKLsj-vLnZ̀LL�nroÔLXvIr�XerLI �VtÔLp�OTKLnX�j \GtGnvLtONZLv�vrv�GIvrpGvÔLXnOP�1AA�
O �XrrvILvXvILTTr �vrv�ONpLtOvLocTbP�nGTGo �OX\rKTbP�XOJTGo�I�nrvrtrp�fIofLvXf�
dnXvtLpGocTbp�I�KGTTrp�]OnoL�XnGTOtrIGTOf.�g-VtLKLocTrL�NTĜLTOL �nrvrtrL�rVtLKLofLv�
TLre\rKOprL�nroÔLXvIr�XerLI�I�rKTrp�ONpLtOvLocTrp�nGTGoL�Kof�xrtpOtrIGTOf�IbIrKG�r�
eZKZ̀LP�TLOXVtGITrXvO�I�KGTTrp�ONpLtOvLocTrp�nGTGoL.�k-XOJTGo�TG�Ib\rKL�XLTXrtG�
nrppZvG]OO �XIOKLvLocXvIZè OP�r�VrorMLTOO�nrppZvG]OrTTrJr�GVVGtGvG �nrvrtbp�
VrKGLvXf�TGVtfMLTOL�VOvGTOf.�v-XOJTGo�TG�Ib\rKL�XLTXrtG�VOvGTOf�XOXvLpb�ZVtGIoLTOf�
E=.� jmax� -vLnZ̀LL�dnXvtLpGocTrL�NTĜLTOL�XOJTGoG��I�KGTTrp�]OnoL�XnGTOtrIGTOf �

nrvrtrL�ebor�NGxOnXOtrIGTr�I�j-rp�ONpLtOvLocTrp�nGTGoL.���$-VtLKLocTr�KrVZXvOprL�
NTĜLTOL�rvnorTLTOf�KOGJTrXvÔLXnrJr�VGtGpLvtG�rv�LJr�TrpOTGocTrJr�NTĜLTOf�Vr�
rvTr_LTOe�n�==5.���"#-VtLKLocTr�KrVZXvOprL�NTĜLTOL�rvnorTLTOf�KOGJTrXvÔLXnrJr�
VGtGpLvtG�rv�LJr�TrpOTGocTrJr�NTĜLTOf�Vr�rvTr_LTOe�n�<=5.�m-nroÔLXvIr�VtLIb_LTOP�
KOGJTrXvÔLXnOp�VGtGpLvtrp�VtLKLorI�<=5�I�vL̂LTOO�ItLpLTO �nrvrtrL�rvILKLTr�TG�
KOGJTrXvOtrIGTOL�rKTrJr�ONpLtOvLocTrJr�nGTGoG.�q- VtLKLocTrL�NTĜLTOL �nrvrtrL�
rVtLKLofLv�TLre\rKOprL�nroÔLXvIr�VtLIb_LTOP�KOGJTrXvÔLXnOp�VGtGpLvtrp�VtLKLorI�
<=5��Kof�IbfIoLTOf�TLOXVtGITrXvO��I�vL̂LTOO�ItLpLTO �nrvrtrL�rvILKLTr�TG�
KOGJTrXvOtrIGTOL�rKTrJr�ONpLtOvLocTrJr�nGTGoG�
PbtGMLTOL�const 1 �nrTXvOvZLTvG�LKOTO]b��NTĜOv �̂vr�TG�Ib\rKL�0-Jr�ONpLtOvLocTrJr�

nGTGoG�VrfIofLvXf�VrXvrfTTbP�pGnXOpGocTr�IrNprMTbP�Ib\rKTrP�XOJTGo�
PbtGMLTOL�const 0�nrTXvOvZLTvG�TZof��NTĜOv �̂vr�TG�Ib\rKL�0-Jr�ONpLtOvLocTrJr�nGTGoG�
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VrfIofLvXf�VrXvrfTTbP�pOTOpGocTr�IrNprMTbP�oOer�Ib\rKTrP�XOJTGo�rvXZvXvIZLv�Irrè L�
PbtGMLTOf�E�&(const 1) OoO�E�&(const 0) OpLev�GTGorJÔTbL�rvpL̂LTTbp�Ib_L�NTĜLTOf �NG�

OXnoêLTOLp�vrJr �̂vr�XrrvILvXvIZè Gf�TLOXVtGITrXvc�IrNTOnoG�Vr�VtÔOTL�XerLI�OoO�
KoOvLocTrJr�VtLIb_LTOf�VGtGpLvtrp�VtLKLorI�<=5�
=tr]LXX�KOGJTrXvOtrIGTOf�I�XrrvILvXvIOO�XprKLoce�����VtrOX\rKOv�vGnOp�retGNrp��=rXoL�

rnrT̂GTOf� r̂LtLKTrJr�]OnoG�XnGTOtrIGTOf�ONpLtOvLocTb\�nGTGorI�O�I�XoẐGL��
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