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РЕСУРСА ПРИ ДИАГНОСТИКЕ МАТЕРИАЛА 

Проанализировано и аналитически исследовано модель остаточного ресурса при двухэтапном 
деформировании. Определенно математически допустимые изменения параметров 12α , n, 12Ι  
модели, которые входят в ее критериальное соотношение и при которых она приобретает лишь 
действительные значения. 
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Постановка проблемы и анализ последних исследований 

Двухэтапная деформация является важным классом деформации по двум основным 
причинам. Во-первых, этот класс является самым простым представителем нестационарной 
деформации, какому свойственно множество ярко выраженных эффектов в зависимостях 
предельных деформаций. Во-вторых, в ряде случаев напряженно-деформированное 
состояние в заготовках при обработке давлением можно рассматривать, при определенном 
приближении, именно как двухэтапную деформацию. В таком случае упрощается анализ 
пригодности заготовки воспринимать данную технологическую операцию.  

Целью данной работы является полное аналитическое исследование модели остаточного 
ресурса, полученной при помощи тензорно-нелинейной теории со степной функцией 
поврежденности при двухэтапном деформировании.  

Следовательно, задача исследования заключается в определении математически 
допустимых пределов изменения параметров 12α , 12Ι , n, которые входят в критериальное 
соотношение (1). 

Двухэтапная деформация рассматривалась во многих работах, в частности в [1], но до 
этого времени в литературе отсутствуют результаты полного исследования критериального 
соотношения, которое выплывает из тензорно-нелинейной модели со степенной функцией 
поврежденности.  

Относительно двухэтапного деформирования из тензорно-нелинейной модели [1] 
получим критериальное соотношение:  
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 – косинус угла излома траектории деформации;  – значение 
параметров  и  на непарных и парных этапах деформирования; 
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1 likljkij ββββΙ ⋅⋅⋅= ;  – величина остаточной к разрушению деформации на втором 
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деформация при стационарном деформировании (диаграмма пластичности); n – параметр, 
который характеризует свойства материала и режим нагрузки.  

В работах [2, 3, 4] анализируются разные инварианты для использования в качестве 
аргументов поверхности предельных деформаций. 

Основная часть 

Определим математически допустимые пределы изменения параметров 12α , 12Ι , n, 
которые входят в критериальное соотношение (1). 

[ ]1;0∈1ψЗа определением , при двухэтапной деформации: [ )1;01∈ψ . Учитывая, что 
функция  определена в области вещественных чисел, если знаменатель не превращается в 
нуль и основа степенной функции больше нуля, делаем вывод, что для критериального 
соотношения (1), параметр n не равняется нулю, а также 012 >α . Следовательно, 
ограничения, которые налагаются на переменную 1ψ , параметры n и 12α  выражаются с 
помощью системы неравенств: 
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При числовом исследовании соотношения (1) с параметрами, которые удовлетворяют 
неравенства (2) были обнаружены участки, когда функция )( 12*2* ψψψ =

,012 =
 в области 

вещественных чисел не определенна. Так при значениях параметров ;5α  n = -0,5; 
 функция определена на промежутке 6,012 =Ι [ )1;64,01 ∈ψ . При увеличении значения 

параметра  до 0,9 область определения функции увеличивается и определяется 
промежутком   

12Ι
[ ;19,01 ∈ )1ψ  (см. рис. 1). 
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Рис. 1. Графики зависимостей между ресурсами пластичности при двухэтапной деформации, когда 12α = 0,5; n 

= -0,5;  = 0,6; 12Ι 12Ι  = 0,9; 12Ι  = 1; 12Ι  = 0. 

 
Выходя из полученных результатов числового исследования критериального соотношения 

(1), можно сделать вывод, что ограничений параметров (2) не достаточно. Для нахождения 
дополнительных ограничений параметров математической модели необходимо ее 
аналитически исследовать. 

В первую очередь необходимо исследовать выражение: 
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Из определения квадратного корня, подкоренное выражение должно быть не меньше 
нуля, чтобы значение выражения приобретало действительных значений. То есть: 
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Рассмотрим случай, когда n > 0. Тогда при 10 1 ≤≤ψ  правая часть неравенства (5) лежит в 

границах 011 2
1

≤−<∞− ⋅nψ
, то есть является числом не положительным.  – число не 

отрицательное, следовательно, неравенство (5) при  n > 0  выполняется для 

2
12Ι

( )∞∞−∈ ;12∀Ι . 
Потому при n > 0 никакие дополнительные ограничения на параметры не налагаются.  

Рассмотрим неравенство (5) при n < 0. Тогда при изменении 1ψ  от 0 до 1 выражение 

n⋅− 2
1

11
ψ

 монотонно спадает от 1 до 0. То есть для выполнения неравенства (5) необходимо, 

чтобы 112 ≥Ι . Если 112 <Ι , то всегда для [ )1;01 ∈ψ  на графике функции )( 12*2* ψψψ =  будет 
наблюдаться область, при которой функция неопределенна. Согласно с неравенством (5) 
область определения функции  )1(2*2* ψψψ =   определяется неравенством: 
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Область, которая определяется неравенством (6) полностью совпадает со значениями 1ψ  
на рис. 1, для которых 2*ψ , что вычисляется за критериальным соотношением (1), лежит в 
области вещественных чисел. 

Теперь аналитически исследуем выражение модели, которое возвышается к степени 1/n. 
Это выражение должно быть не меньше нуля. То есть 
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Из выражения (7) получим иррациональное неравенство: 
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Иррациональное неравенство (8) раскладывается на совокупность систем неравенств, 
которые имеют вид: 
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Если бы в системе неравенств (9) не было третьего неравенства, то совокупность систем 
неравенств (11) имела бы решение, которое совпадало бы с решением первого неравенства 
(9) и (10) систем. Это объясняется тем, что второе неравенство системы (9) и второе 
неравенство системы (10) дополняют друг друга, то есть в совокупности не создают 
ограничений ни на один параметр. Определим, налагает ли третье неравенство системы (9) 
новые ограничения на параметры 12α , 12Ι , n, если выполняются два предыдущих 
неравенства. 

Выходя из проведенных выше исследований, первое неравенство системы неравенств (9) 
будет выполняться при n > 0 или при  n < 0 и 112 ≥Ι . 

Исследуем сначала систему неравенств  
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Обозначим правую часть второго неравенства системы (12) 
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Исследуем, как себя поведет )( 1ψf  при изменении 1ψ  от 0 до 1. Определим существуют 
ли на этом промежутке экстремумы функции:  
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Следовательно, экстремумов при  [ )1;01 ∈ψ  нет, функция является монотонно растущей, 
потому максимальное значение достигает при 11 =ψ : 

2
)1( 12

max

n
ff α

== .    

Учитывая, что  012 >α  

2
12

12

n
n αα > , 

а это значит, что при условии выполнения первого неравенства системы (12), автоматически 
выполняется и второе неравенство, то есть при n > 0 второе неравенство не налагает 
дополнительных ограничений ни на один из параметров. 

Исследуем систему неравенств (12) при n < 0  и 112 ≥Ι . Ввиду выражения (14), функция 
)( 1ψf  является монотонно убывающей, а, следовательно, достигает своего максимального 

значения при  01 =ψ : 
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Ввиду предыдущих исследований, делаем вывод, что и при n < 0; 112 ≥Ι  никаких 
дополнительных ограничений параметров критериального соотношения (1) второе 
неравенство системы (12) не создает. 

Анализ результатов, которые получены из неравенства (4) и совокупности систем 
неравенств (11), позволяет сделать обобщение, что математически допустимые значения 
параметров критериального соотношения (1) определяются совокупностью: 
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 (15) 

Соответствующее обобщение полностью согласовывается с результатами численного 
исследования соответствующего критериального соотношения (см. рис. 1).  

Вывод 

Закономерности в изменении остаточного ресурса и получении ограничения (15) на 
изменение параметров критериального соотношения (1) позволит упростить диагностику 
материала при двухэтапном деформировании. 
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