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Введение 

История метода конечных элементов (МКЭ) берёт своё начало с идеи выдающегося 
математика Куранта, которую он опубликовал в 1943 году [1]. Изначально идея Куранта не 
заинтересовала исследователей, потому что её реализация требовала огромных объёмов 
вычислительной работы. После появления электронной вычислительной машины (ЭВМ) 
метод начали активно разрабатывать инженеры-исследователи. Именно они, а не 
математики сразу же оккупировали вычислительные машины с целью получить ответы на 
практические вопросы. Процедура Куранта стала новым шагом в вычислительной 
математике, хотя влияние метода конечных разностей (МКР) некоторое время оставалось 
[2] (до появления произвольной триангуляции Тернера). В 1954 году Аргирис [3] развил 
некоторые обобщения линейной теории конструкций и представил методы исследования 
дискретных конструкций сложных конфигураций в форме, удобной для использования 
ЭВМ. Годом позже он показал [4], что матричное уравнение системы как для метода 
напряжений, так и для метода перемещений может быть получено с помощью минимизации 
потенциальной энергии системы. Первое формальное изложение МКЭ вместе с методом 
жёсткостей для совокупности элементов принадлежит Тернеру, Клауфу, Мартину и Топпу 
[5, 6], которые при исследовании задач о плоском напряжённом состоянии использовали 
для описания свойств треугольного элемента уравнения классической теории упругости. 
Они применяли матричные методы для дискретных структур к непрерывным структурам 
благодаря разделению их на конечное число элементов. Термин «конечные элементы» 
первым ввёл Клауф [7] в 1960 году. Для аппроксимации функций двух аргументов можно 
использовать традиционный способ, то есть осуществить интерполяцию по Лагранжу 
(факторизация двух одномерных полиномов Лагранжа соответствующего степени) и 
получить лагранжевые конечные элементы (ЛКЭ) [8, 9]. Факторизация приводит к тому, что 
лагранжевые элементы имеют узлы в средине конечного элемента. Внутренние узлы 
увеличивают объём вычислений и не используются при ансамблировании конечных 
элементов. Эти недостатки отсутствуют в серендиповых конечных элементах (СКЭ). 
Первоначальная цель создания СКЭ – возможность преобразования произвольного 
четырёхугольника в квадрат и уменьшение объёма вычислений за счёт изъятия “лишних” 
внутренних узлов. Такой криволинейный элемент появился при расчётах сооружений в 
работе [10] и получил название «серендипов конечный элемент». Быстрое развитие и 
популяризация МКЭ объясняют профессиональной подготовкой пользователей. С другой 
стороны, некоторые считают (и не без оснований), что недостаток математических знаний у 
инженерно ориентированных специалистов был главной причиной появления и 
распространения в МКЭ ложных гипотез и неадекватных моделей. Наибольшее количество 
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ошибок связано с конструированием функций формы (базисных функций) конечных 
элементов, в частности элементов серендиповой семьи. В качестве вычислительного 
шаблона квадрат с билинейной интерполяцией впервые был использован в 1964 году [11]. 
Этот элемент замечательно комбинируется с треугольным симплексом, создавая простую и 
эффективную сетку МКЭ. Как правило, квадраты эффективны в средине вычислительной 
области, а треугольники – в пограничной полосе. В реальных двухмерных и трёхмерных 
задачах границы вычислительной области, границы между элементами, а также границы 
раздела (в неоднородной среде) зачастую криволинейны [9, 11, 12]. Именно такой элемент 
исследовали в 1968 году [10] Эргатудис, Айронс и Зенкевич. Это был пример успешного 
применения изопараметрической техники, которая состоит [13] в выборе кусочно-
полиномиальных функций для определения преобразования координат. Термин 
«изопараметрическая» означает, что для преобразования координат выбирают те же 
полиномы, которые интерполируют физическое поле, то есть базисные функции выполняют 
двойную роль. В 1968 году авторы [10] не учли, что роль базисных функций – тройная. Их 
используют в задачах локализации нагрузок на конечный элемент. Если внутренние узлы 
есть, преобразование может быть чувствительным к перемещению этих узлов. Возможно 
авторы [10] наблюдали эту особенность и именно поэтому отказались от внутреннего узла 
лагранжевой модели. В начале 80-х годов ХХ-го века, когда стало понятно, что роль 
матричной алгебры в МКЭ преувеличена, появились геометрические подходы [14], а также 
стохастические процедуры построения базисов [15, 16].  

Анализ исследований 

В основе работы лежат публикации 17 – 26. 

Цель работы 

Основная цель работы – обзор результатов конструирования моделей серендиповых 
конечных элементов на основе «the theory of plafales»: строгий смысл четверной роли 
базисных функций серендиповых конечных элементов и дальнейшее применение 
разработанных моделей (в качестве алгоритмической основы) для информационных 
технологий в МКЭ. 

Актуальность работы 

Существует возможность создания универсальных программно-аппаратных комплексов 
(ПАК) как практических реализаций информационных технологий в МКЭ с компонентом 
искусственного интеллекта для конструирования функций формы (базисных функций) в 
автоматическом режиме. 

Основная часть 

Серендиповы модели являются примером одновременной интерполяции и 
аппроксимации:  они интерполируют функцию на границе элемента и аппроксимируют 
внутри его. Главный недостаток стандартных базисов СКЭ [8 – 11,  27 – 30] – 
противоестественное поузловое распределение нагрузки от единичной массовой силы: в 
угловых узлах нагрузки отрицательные (парадокс Зенкевича) [9]. Роль стандартных функций 
формы (базисов Зенкевича) – двойная: их используют в изопараметрической технике. В 
стандартной модели отсутствуют дополнительные степени свободы, потому что она 
построена по “жёстким” [31] рецептам матричной алгебры в рамках интерполяционной 
гипотезы Лагранжа. Количество дополнительных мономов в интерполянте СКЭ зависит от 
порядка базиса соответствующего ЛКЭ.  Первые альтернативные модели СКЭ появились в 
1982 году [15, 16] в связи с невозможностью найти рациональное объяснение 
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противоестественного поузлового распределения равномерной массовой силы. Сегодня 
существует несколько методов построения альтернативных моделей [32]. CКЭ с 
отрицательными нагрузками в узлах непригодны для компьютерного тестирования. 
Появление альтернативных серендиповых моделей, реализующих адекватное распределение 
равномерной массовой силы, связана с разработкой А. Н. Хомченко вероятностно-
геометрического метода конструирования базисных функций [15, 16, 33 – 40]. Фактически 
А. Н. Хомченко положил начало и его последователи развили конструктивную (в духе 
Бернштейна [41]) теорию серендиповых аппроксимаций, результаты которой конструктивно 
доказывают, что роль базисных функций СКЭ – тройная. 

Четверная роль базисов СКЭ  

В работах [17 – 22] была поставлена ключевая цель – конструктивно доказать, что роль 
базисных функций СКЭ – четверная. Характеристика четвёртой роли – t (время). A priori, 
известные в МКЭ программные комплексы (ПК), например Nastran, Штуцер, Ansys и т. д.; а 
также системы автоматизированного проектирования и расчёта (САПР), например Solid 
Works, содержат в своей алгоритмической основе наборы базисов, ранее найденных 
исследователями. При этом ни один из современных ПК и САПР не содержат в своей 
составляющей основе альтернативных базисов СКЭ, так как была создана единственная 
информационная технология на Turbo Pascal для компьютерной диагностики стационарных 
физических полей [42] среди учеников А. Н. Хомченко. Возникает интерес к созданию 
поколения универсальных программно-аппаратных комплексов (ПАК), которые решают 
следующие классы практических задач: 

 
1. Автоматический режим конструирования оптимальных (базисы, реализующие 

теоретически обоснованное и физически адекватное распределение узловых 
нагрузок) функций формы СКЭ на известных расчётных шаблонах. 

2. Автоматический режим конструирования оптимальных базисов СКЭ на расчётных 
шаблонах, на котором ещё не найдены функции формы. Например, для правильных 
n-угольников вида 2,122  kn

k
 [43]. 

3. Автоматический режим конструирования оптимальных базисов СКЭ, которые 
удовлетворяют дифференциальный критерий гармоничности Лапласа [44], 
интегральные критерии гармоничности Кёбе и Привалова [45, 46]. 
 

Безусловно, вышеназванный ПАК является практической реализацией информационной 
технологии в МКЭ, которая выполняет сбор, обработку, хранение и вывод на дисплей 
пользователя цифровой информации. Указанная информационная технология и результаты 
конструктивной теории серендиповых аппроксимаций могут служить качественным 
инструментом для дальнейшего развития ПК и САПР в МКЭ.  

 
Для 1-го класса задач в качестве алгоритмической основы ПАК имеет место 

комбинированный алгебро-геометрический метод [47]. Для гарантированной реализации 
линии ПАК, которые решают задачи 2 и 3-го классов, необходимо разработать качественные 
математические модели и привлечь искусственный интеллект [48]. Среди бесконечного 
множества оптимальных базисов СКЭ, которые реализуют один и тот же спектр нагрузок, 
поиск базиса, который удовлетворяет дифференциальный и (или) интегральный критерии 
гармоничности, – проблема NP сложности [49] (задача полного перебора). 

 
Для успешного выполнения задач 2 и 3-го классов указанные ПАК должны выполнить 

всесторонний анализ заданной конфигурации  tyxLL ,,  с формообразованием 
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поверхности базисной функции  ,,,),( TyxLyxN  где T момент времени, при котором 
образуется (имеет место) поверхность ).,( yxN  Неотъемлемой составляющей анализа 
является исследование промежуточных поверхностей  ,,,),( TyxLyxM  где t = fix 
(фиксированное значение), образующихся (могут быть получены) в определённом 
промежутке времени ].,0[ Tt A priori, обладая аналитическим видом функции формы 

),,( yxN  можно выполнить визуализацию (получить иллюстративные образы в трёхмерном 
пространстве x, y, z) нестационарной поверхности   )(),(,, tTyxNtyxL   в фиксированные 
моменты времени (  символ композиции функций); в частном случае – 
  ),(),(,, tTyxNtyxL  T(t) – нормирующий множитель.  
 
При рассмотрении базисной функции как функции от времени в явном виде, например 

для СКЭ первого порядка:   ,)()()()(,, )(
4

)(
3

)(
2

)(
1 xytytxtttyxN iiii

i   i – номер узла, 
стандартные функции формы могут быть получены с применением аппарата матричной 
алгебры с учётом интерполяционной гипотезы [8, 9, 29]. В результате для базиса 
билинейной интерполяции имеет место следующее тождество:  
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Фактически с привлечением компоненты времени возникает новый подход к 
конструированию базисов СКЭ, а именно: искомые функции формы СКЭ – логическое 
следствие всестороннего (многогранного) анализа моделей  .,, tyxLL   

В строгом смысле и в общем виде    tyxuu ,,  трёхмерное топологическое 

многообразие 3M  [50, 51] в четырёхмерном пространстве, ),( yxM проекция (двухмерное 

многообразие 2M )  многообразия 3M  на трёхмерное пространство. То есть модель 
отображений ( ),( nm

Top MEHom [52]), где Top – категория топологических пространств, 

mE  m-мерное эвклидово пространство [53], выглядит следующим образом: 

1.   ),,(,: 43 tyxuuEEu  мономорфизм (в общем виде), x, y, t – измерения .3E  
Трёхмерное многообразие 3M  получено в результате отображения. 

2.  fEMf ,: 33  мономорфизм (в общем виде), x, y, z – измерения .3E  Двухмерное 

многообразие 2M  (перспектива) – результат операции отображения. 

При использовании аппарата «the theory of plafales» [24, 25] процедура получения 
поверхности ),( yxM  (проекции трёхмерного многообразия 3M  на трёхмерное 
пространство) выглядит следующим образом:  

1.   ),,(,: 32 tyxuuEEPFu
SPU

k  мономорфизм (в общем виде), x, y, z – измерения 

.3E  Поверхность первого порядка 2E  (плоскость) гомеоморфна объекту «the theory of 
plafales»  –  the static canvas of plafal (статический ковёр) 

SPU
kPF [25, c. 16]. С точки зрения 

алгоритмической сложности, указанная операция более оптимальна, чем модель из двух 
последовательных отображений, так как искомое многообразие 2M  получено в результате 
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одного отображения. Вышеуказанная математическая компонента была заложена (в 
качестве алгоритмической составляющей) для рендеринга в режиме реального времени в 
недавно созданной информационной технологии на C#, практической реализацией которой 
является программно-технический комплекс «Тестирование нестационарных температурных 
полей с динамическими термоэлементами» [23].  

Разработанные математические модели СКЭ [17 – 22] на основе аппарата «the theory of 
plafales» [24, 25] включают в себя конфигурации  tyxLL ,,  на квадратном и треугольном 
шаблонах; и как следствие – моделируют формообразование нестационарных поверхностей 

полевых функций   



m

i
ii tUyxNtyxU

1
).(),(,,  Поиск решения ПАК всех трёх классов задач 

– это привлечение машинного времени и ресурсов мощностей ЭВМ [54]. Время выступает 
комплексным инструментом: оно является качественным индикатором работ ПАК и ЭВМ 
для обработки результатов конструирования базисных и полевых функций. Четверная роль 
базисных функций СКЭ имеет следующий смысл: 1. Их используют в 
изопараметрической технике и в задачах распределения нагрузок на конечный элемент. 2. На  
расчётных 2D-шаблонах (квадрат, треугольник и т. д.) базисная функция является функцией 
от времени в неявном виде, а именно:  .,,),( iii TyxLyxN   Качественные свойства и 
необходимые требования, предъявляемые к функции формы СКЭ, являются результатами 
анализа моделей  tyxLL ,, со стороны ПАК.         

Выводы 

В статье с применением аппарата метаматематики (теории категорий) показано 
преимущество применения аппарата «the theory of plafales» для всестороннего анализа 
моделей  tyxLL ,,  в качестве алгоритмических основ ПАК 2 и 3-го классов задач. Для 2-
го класса задач ПАК разрабатывают (в случае необходимости) конструктивную (в рамках 
конструктивной теории функций [41]) математическую модель на основе публикаций [17 – 
22]. Четверная роль базисных функций СКЭ имеет следующий смысл: 1. Их используют в 
изопараметрической технике и в задачах распределения нагрузок на конечный элемент. 2. На  
расчётных 2D-шаблонах (квадрат, треугольник и т. д.) базисная функция является функцией 
от времени в неявном виде, а именно:  .,,),( iii TyxLyxN   Качественные свойства и 
необходимые требования, предъявляемые к функции формы СКЭ, являются результатами 
анализа моделей  tyxLL ,, со стороны ПАК. Последователями [23, 42] конструктивной 
теории серендиповых аппроксимаций (школы А. Н. Хомченко) были разработаны 
информационные технологии для тестирования стационарных и нестационарных 
физических полей соответственно.      
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